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�������� ���	
 ��� �� ����������� �������� ��� ��� �������� ��� ≈ 3, 3 �
�� ������������ ��� ��� ���� �������������������� ���  ! �� "#$%
&��� ��� �' ��� ���� ��� (�����' ���������� ���� �������� ��� ����)���
*�������� �� +������������ �+�,
' �� ���������� -������ )�� ��������������
*�.������ "/$% ,�� �� ����� ��������� ��.����� )�� ���������� ���0
)1��� 2������� ����% ���������� ��������� ���� 3 45	
 �� �%�% 2�������� "6$'
.��� ��� ���� �� ,������ ��� ��	 )�� ���������� ��������� ��� 7�08���
��������% &��� .��� ��.��� �0 ��� ���� �0����� ��	02������� ��9����%

�������� �� &���������� ���� �� ��	 :���� �� *�;����� ��� "!$% <1����
����� ������� ��������� ��	 �� �� ��� �0����� ���' ����� �� �08�����
����� ���� �������� .��� "=' $% *������� .��� �� ��	 )�� �������������� ��)
��� ��0>���� ������� +����0?0�����' .� 8������ �8�Zn
' ��� ��� )�� ���0
����������� ��) ��� 2������@0>���� ������� +����0�0�����' .� )�� ��
�� *��% #%# ���������� 2�������@ �,O
' >������� �>O
 ��� *������ �2�O
 �.��0
�� "A$% ��� ���� ������ ��� -������� � ��% �� B��� #CCA ��� �� �)�������
�0&������� ��� ��	 ��� 2�������@ "D$ )���� �� ��� ?����� �� �� -����0
�� ��� ���������' 1������ ������� 2�����' �� ��� :���� ��� ����������
&��������� �����% *�� ����1���� )�� �� ����������� �08����� �� �� >����
������ ��� � <��� �� B��� /EEE �� ������������ ��� <�������@ ��� "C$' .��
�� �� F��� ����� .��� 2����� ���� .��� ����� "#E'##$% ?� B��� /EE/ )����
�� 2���� ��� �)�������� �0&������� ��� ��	 ��� *������ ��� *��� � ��% "#/$'
��.� /EE= �� &����������� ��� 8�������� ��� ��� ,0������� �0������
��	02������ ��� 4�������� � ��% "#6$% *�������� ��� ��� �� &����(���� ���
�� �.� 10−4' ��� ��������� *���������)��� ����� �� ���� F1��� �������
���% *������ ���� ����' ���� �� �08����� �� ��	 ���� .������ ���.���� ��
�������' ���� ������������ ��� ������� ����� ������ ��� " $% ,�� ������0
��� &)������;�� .��� ���� �� ������������ &������0&)���' .� �������0

*�������� #%#%G 2������� �� ,O0&)��� �� ��	
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�� ���i� �� ������	������������� ��V�� ��� �
 ��� ���� �������
�������������� ������ ������ ���� ������������� �	��� ��� ��� ���� �	��	
 �����
��	� � !"#$"%&' (�� 	 �	������	����� 
	��)����� �����	������ ����� ���	 ���������
)	� ��� �*����� ���� )���+�������  �(	������ )	� ��� � ���������' (�� 
,��
��� ������	����� ��� -�������
��� ��� �� .	
 ������	� ��� ���� �	��� *,�����
���������� �*����+�� ������' /� ��� )	���������� ������ ���� ����� 0�	���
����

*������ ��������' (�� �	�� ����� ����� �* ��� 1�  ��2�3��
������ ��� �����
����  �4����� ������� ������������ ������ �	����'
�,� ��� ����5��� ������ �
 6����������� ����	7������������ )��������� ��� 
��

�� ����� 4������ 	����	� �04(� ������������ �����' (���� -���	�� ��� ���� �� ���
������� 8����� *,� ��� 9��������� �	���������� ����0�	��� ���������� �� ��� *��� )	

����
������ 1������������ �������� �� �	 ��� 6�����
 )	� � ����������� ����
��������� ������������������ (	������ �* )������������ ��������� ��
:������ !";&'
��+���� ���� �� .� ���� <'" ��� 6������ )	� ��� ,������� �� ��������������

�� ����� �+����� ��� �������������
� ����,����� ���(	���	��� �� ��� ���
������������� !"=&� � -������
	7�� �-������������� ��������' ��� 1�  ��
//�3��
��� ��� -� ��	���������� � ��� �	���� ���� ����� (	���������� � ��������
����' (���� ���� ��� 9� �����
��� �* ��� ���������� ����5�� ��� �������������

�� ������������	���
���	��	 �� ��3-�� �:���������� �>�(� �� ��
��� ���
��	��	 �� ������� 
 ��� 3��?�� ��� �������� .������������� ��� -�� �* ���
6�����
 ��� ��7��	����� ����������� � �����

��' /� .� ���� #'" ������ ���
����������+������ ����������������*��� ���� )����������� ���������'
3���� ���*���� 3������� �� ��� 6�����
�
�������
� ���*��� ��� ����5�� ��� ���

���:���� (� 	����	����,���� �������������� ���	������������ ������������� ��
.� ���� <'@� )	� ����
 
�� A����
����	��������	���
���	��	 �� �A3-�' (�� ���� ��
��� (������	� �� .� ���� #'@ ��� -	���� ����������� ��� ��� -	� �	�	��� ��� �������
�� ���+�������� )	� ��� 0����������������*��� �� ��� 04(�0���
��	��� ����������'
-�������
��� ��� � ������ ��� (	�����B����� ��� 1�  ��2�3��
���� �
 ��� ���

����+����� ������ �� .� ���� <'< �� <'# �
 ���� ��� )	� �� �� C ��������' ���
�	������ 0�	��� ������ ��� ��������� 
�� �3- �� >�( �	��� �������5��
����

�� ��
��� ����	��	 �� ���������������' (�� .	
������	� ��� -���	��� ��
:������

*������� ������� �� -	� �	�	���� ������������ .�����������+� �� 2��� �����
��� ��������� !"D�@E&' � ������ ��� ��
��� ������ ��� �	������� ����0�	��� �������
��� ����� ��� ��*������������ ��
��)���	���� 1������ �	��� �	���� -	��� !@"&�
)	� ����� �������� �*������ ,��� ��� 
���	��	 ����� ������ ��� )������������
(�*���� ����� �:����'
���,����� ��� ����	������� 0�	��� ���� �� .� ���� #'< �������� ���� ��� ������� (	�

�����B����� )	� ����
 �� ��� ������������ �����?���� ��� �����������������
���� �� ����,���� ���' /� .� ���� #'# ���� ���� ������ �* ��� ��	�������
)	� ��
��)���	����� 1�����
	��� �� ��� � ������ �	�	�� ��� ��� ��� C��	�������
����0�	��� ����������� �� �* ��� -�������
� ��� ��:�����������	������ ��:��
����������������� ��,����*,���' (�� ��
��� ����	��	 ������ 3��������� �� C�
�	������
 ��� ��
:������� �� .	
������	� 
�� (�����*����	������	�������������
���� ��� ��������� 3�������� �� ��� .	
 ������	��
�������
�� )	� CO����� �	���'

#



�� ������	 
�� ����� ����	 �2�������� �	� ���� ����	��� ��� ������������� ���

������������������� ������������ ��� �����	��� ���  ����������� ��� �������!�����

"�� � #���������

�� ��� "��	�������� $�#��� ����� �	�� ��� ���������� $������ #��� %��#������

��� &������ �%	������ �� ��� ��'�&����� ��������� #�	�������� ������� ��� ���

����	����  ����(����� ��� )��#	��� �������� ��� ���� ����������� "�� ��' #�����

�����
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�� ������ �	
���� ����� �������� ������ ������������ ��� ��� ����� ������ �����	���
��������	���� ��� ��������� ���	�������	���� �������� ��� ����� ��� �	�
�����!
���� ���������� ��
������������ ��� 	�	�"������� #������� ���������� $	�� ���%��
��� ��
����� &	�����
������� '(&$)* ��� ��� ��� ������� ��� ������������ (�����
����������� �����* ���� ��� +	�	��
��������
�� ��� ��� ������������������
���
���� ������ ������������ ��
���� ��� $�������������	�������� ���� ����� ����!
���� 	�� ��� ��	�"�� ��� $��������������� �� ��, ����� ����������

���� ��������	

	 ��	�������	� ��� ��� ���

����	�����
	�����

�������� �����	�������� ����� -���	������������ �� ��� ���	���	��� .��������������*
��� ��� (�������

� /�� ���%�� ��� ��� +	�����

� C4

6v ��� (/3�� ����������
���� ��� ���������� ��� 0������ ��� �� ��������� 1�2 �������� $�� 0����������	����
��� ��, ����	��� a = 3, 2498 3 ��� c = 5, 2066 3 415� ��	��� ��� ��������� ����!
�������������� ��� 6���� ����	��� �����	�� ����������� ��� ��7���� ���� �� �������
����� 8���	�����* �	� ��� ��� 9	������:	����� �������� ���* ��� ���������� ��
;���������� ��� ������������������ ��� ��� 9�	
������� �� ��� .�������������� 6�����
����� �<=�<=� � � ������� �<�<� � � � $	����� ������� ��� �����	�� ���� ����������!
������� ��� ��� 
��������������� <�� ����� $���� ����� �� �� ����� ;�	������
�� ��� ������	�� ������������* �������� -	=�!9��������

��� ��� .�������������� ��� ��,!0������ ������� ���� 21 (������������* �!
��� > 	�������� ��� ? �
����� ���� 411@1A5� #�� B���� ��� 0��

��������� �	����
���� �������� 	� Γ!(���� ��� <��������!���� �� ��� �����������	��� $	�����������

��������� 1�2�C �������� �� ��� .��������������

/
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� ��������� �� ���� �� �� �������� ����������� �� ����
���� �	��	��


A1�	B1�E1�	E2  ����
 !�"�� ���� �� E#$���  %�&��� ������
 '�� !��#
������� �� �������� ������� ��� �� ���
 	
	 � ���
 (� �� ������ A1 ���
E1#$��� ����� � ����� ��� ������������� �������� )�� �� *�������  � �#
�� ��������� ��&�������� �� +��%������� �� ������������� ��� �����"�����
+��%���������������
 !� B#$��� ���� �������� ����� $��� ,�������� �����
����-� ���� %�� �����# ���� ��&���������"� �� E2#$��� ��� ���������"
 !�
)�.�� � �� �������� $��� �� Γ#����� �� (��������#��� ���� �� /���� 	
0
��&������
 ���1� ���� ���� �� ���%�������� ���� �� +���������� �� ��� ��
$��� ���������� ����� �� �� �����#2������� e0(p0,pS)eS ������
 !��� ����
e0/S &3� �� 4������� �� ��&������ � %
 ������� 5���������� ��� p0/S &3� ��
������������ ������
 !� ������� ���%������� �����1��� ���� ��& �� ���
"�%��� 43������������ ��� eS6−e0 � %
 e0


�����7��#'���������� �8��� ��� ���� ��������� ����� 9������� ��� �� :��#
����� ���� !���� ��� �� +����  ��� ����� �;��������� <�&���� ��������
%���
 )3� �����7��#+������� %��� �� �� 4�� ������� :������������������
+������� ������ 5������������ ��� ���� $�����������������7� ���� �
 <�#
&����������� ����� �  � �������������� <������������ �� $������
 =1�>�
����� ��� ��� =� ? ��� ���������� <������������� �� �� �� ����������
��� ��� !������� %���� �	�@�00�	A�	B�
 �� ����� %���  
(
 ����� �����������#
��� :����#C#'���� ��& �� ��#���� ��� �������������� :����#<#'����
��& ��� �#���� �� ��� ������ �	� �� 	@�
 ��������� ����� ����� ��� &3� �� #
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 $�� �������� ���� ��� -�+��./���������� ��� ����� 0������1��� ��� �*2 ��&
����� �����1��� ��� ���� �* �� ��� ����� �� ����������� ��� 3* ," �� 0����� ���
�*◦ "�� 4������� ��� ��� (����� ����������
 ��� .������������ �� (����� ����1��
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 01����� ��� �� �������
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����������� ��� 3*−4 ��� 3*−3 ���� ��
 ����� $����� ��� 92 ���� ��� :������
����� ������ ���;�� ������
 ��� ����1������� ����� �1����� ��� �� ������� ���� ��
0������� ��� pD ��"�������
 <=� ����� ������ ����� pD "������� 3*−4 ��� 3* ����
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����� ��� #��� ��� ���������� ���������������


#��$���� ω0 ��� ��% ������������ ����� ��� #��$���� ωS ��&
 ωAS ���������� �����
�% ���'������� #��� ��� (��������� ��&
 ��� ���������� ����� ������� ��� #��$����
Ω
 )�� ���������� �������� ��� ������� ��� �������� &��� ��� !�"�������������� ���
��������
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� ����������� +���� ��� ������������ ,��� ����� ��������
��� �������������� -&������������� �����
 )���� ��� ��� �����&����������������� ����
������
 ����� ��� ��� ���������������� ��� .���������� �% /������ ��� /����,��� ��
��%%� �� ��� *������&������ %�� ������ �������������� 0������ ��� ��%�� �� !����
�����1�����
 )�� ����2����� ��� !�%�������$����������� ���� ����� ��������������
!������� &��� ��� ��������� !�%���������� ��� ���������� 3456


��� 7������� ��� 8%������������� '���� ',� ��� ������� ��&
 ��� ������������
�������

ωS = ω0 − Ω und kS = k0 − q �	
4��

ωAS = ω0 + Ω und kAS = k0 + q , �	
4��

&���� k0/S/AS ��� *����������������� ��� �������������� ��� ��� ��� ������� ��&

������������������� ���������� �������� ���� ��� q ��� ��� ����������� �������
���
 )����� '���� 9�&���� |q| = q < 2k ≈ 106 cm−1 ',� ���������� ����� �% :����%

��%�� ���� ',� ��� ;������������� ��� ����������2� �

q � 2π

a
, �	
	�

�� ��< ��� 7������������!�%���������� ��� �� �������� �% Γ������ ��� /���������
-��� �����+���� 3456


8% *������� &��� ��� =���������������� ������ ��� ��� ��������������� ���������� 
��� #��%����%�� ���� 9����� ������ ',� ��� ��������������������
 )�� 8�������2� ���
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����� IS ��� �	� ����� ������� ��� ��� �����������������	�� ���
��������� 	�� ������	��� 
����� e0 ���� eS� �	� ������� ��� ��� ���������������
��� 	�����	���� ���������� �� ���� �� !

IS ∼ |e0 · R · eS|2 "#�$%

��� ��� &������������ R� '���� (�������� �)������ ��� ��������������� ������
	�� *��� �	� ��� �����	��������� '�������	���� ��� ����)�������� �	�*���	))�
���������� ������� '��	�� ������ ��� �������)���+��� ��������	���������� �,�
��� &�����)�*����*�)�� ��������� -,� ��� .�/01	�����0������ ���� ����� �� 2������
#�� �	� (���� 3 ���������� '�� ���)������� ��� &������������ ������� ��� ���
2������� ��� ������� (�	�� �	�

R =

(
∂χ

∂q

)
0

"#�4%

��� ��� ���*������� (	���)��������� χ 	�� ��� 5	����*	�� � )������� �	� ����)�����0
��� ��������	����*	�� �� !�

6�� ���������� ������������� ��������� �������� ���� )������ ����������� ��� ���
.�/� ���� ��� ����)�������� ���������	*�	� ��� ��� ������	����� �)������ ����0
��� ��� ��*���*�)����� ���*������� -��� ���	������ '�� 1��������*	�� �������
��� 
��	�� e ��� ���*������ ��� ������ -��� ��� ������� ���� ��� -�7���0
1��������*	�� ���������� '���� �,�� ��� 5����	����������� ��� ��� &�������
�	 ����� 5	���	�� ��� 5	���������� 	�� ����� 8������*	�� ��� (���	����������
���� 9���� ������	����� �)������ ������� �#:!�

'�� �� ������ 5����� ��������� '���� �	���� ��� ����� '���� ";�����% <���� =���

��&�� 	�� ����� ( > ? 2��8���� &�����)�*�������� ��������� 2������ #�# �����
���� @������� ��� �,� ��� A���	���� ����������� 
���������� 	�� ��� 9��������� ��0
���	������������� �)�*������ 5	B7�	����� 6���� ()�*�������� �	���� �� A�*��0
&����0A��	� �� &,�*����	��������� ���������� '�� 
�����)�� �	� ��� �������0
���B��� �� ����� ����� '	�������� ��� ���� � μ�� -,� )��������������������
A���	���� �	��� ��� ������������ ��� �,�*������	��� (������ ��� ;���� ����� 5��0
�������� ��+������


���� λ "��% � "�8% Δν "��−1% ()�*��������
;�C� D$#�3 �� D4 � '���� 
��&��
5�+ E�4�E #�4�E :�$ ( > ? 2��8����
5�+ 4EF� #�F�� $ '���� 
��&��
;�G� 44# #�3:3 :�3 ( > ? 2��8����

2������ #�#�H 1���������� λ ���� ������� � ��� 
����������� ��� �,� ��� &�������0
�	���� ������ 5����� ��������� �	����� ����� ��� �)�*����� 5	B7�	��
Δν �� ()�*���������
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������� ��� �� ��� �������������� ��� ����� ��
���������� ��� ��� ��� ��������
�	� ���	
� ���� ������� ��� !�� λ ≈ 4 " #$%&� ' �����������������" ���� ���
�� ����� (����
� ���
���������� �������������	�� �� ���� )�
�!	��� ���
� ����*�
	������
�� +����� 	�� ��� ����� �������� ��� ���
���������� ���������� ��
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��� �� ��� ������ �����
� !���
������� ,���	�� ���������� ��� 	���������� ������
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(�� ��� *	���������������������"�� .,�/0 ���� ��� 1�2�������3 
�� ������
����� �������4������� �������������	��� 	����	������ ��� !�� ��� ���������� ���
,��	��� .��� �����������0 �� ��
����������� �� ��� 5���� ��� �� �������
����
��� 1�2���� ��������� ,����� ����������� �	��� �6"��
�������� �������� �� ��� 7�-�
8��������� !�� ������� ��� ,�� ��	�� �	�"�� 
���
� 	�� ��� �������� 9	�������
��� 1�2�������3 
�� ��� ����� �� 5���
����� 4��� ��� ��"���	:�� '� ������ 5�����
������ !�� 	��� 5���	��� !�� (��
��	���� ��� ������ � $�◦������� !���������

;4� ��� ����������"����!� *-������"��������"�� .��<0 ���� ��� ���
� ��� ��������
������
���� !�� ��� ����� ��������� 
�	�	���������
�� *-��������	����� �����������
,�� ���� 5���
����� 4��� ��� ���������	��������� ��� ������ ��� 7��	�������
����� ���	 ��� ��� 	��= �

(�� ��� ��	��������������������������"�� .��/0 �8 ��� ����� �4� ��� ����
�	������� �������������	�� ��	��"	����� ���� �� ��� *���� �4���� 	�� ≈ 100 � �����
��� �
��	���
�� 5���	� ����� ��	��������������������������"� ��� �� 5��� >�?

5�������� >�?�@ ,
��	���
��� 5���	� ����� ��	��������������������������"��
	�� #$A&�
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Ĥ =
n∑
i

−1

2
∇2

i +
n∑
i

N∑
j

− Zj

|ri − Rj| +
1

2

n∑
i�=j

1

|ri − rj| +
1

2

N∑
i�=j

ZiZj

|Ri − Rj| �'() 
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Ψ = Ψ (r1, . . . , rn,R1, . . . ,RN) �'(, 
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� �	
�����4���
�� ����� �����	� 6�� n ��������� ���
� ���� ���������������6������
���� ρ(r)( .� ��� 7�����+������
�������� �782 ���� ���� �����4� ��� ��� �-���
9�������-��� ����� ��� /������
	������������ 	�� ������ ��������������� ρ(r)
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ĤKSΦi =

[
−1

2
∇2 + vKS[ρ]

]
Φi(r) = εiΦi(r) �'(:
 

vKS[ρ] = vext + vee[ρ] + vxc[ρ] �'(:- 

ρ(r) =
∑

i

|Φi(r)|2 �'(:� 
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vee[ρ(r)] =

∫
d3r′

ρ(r′)
|r − r′| �'(< 
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������8������
� vxc[ρ]( .� ��� ���� 6���������� �����
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�������������3�	
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�
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!����0�� ��������������!�����	��� Φi �� '������� !�� ��� �������� &������ ��"
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∂En

∂λ
=

∫
Φ∗

n(λ)
∂Ĥλ

∂λ
Φn(λ)dτ *-�AB,

���������� %���� ��� En ��� �"�� ���������������� ��� �������(����� �����!�����	�
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EB = Esep
tot − EKomplex

tot , &'�(()

���� Esep
tot 
� *��	�������� 
�� ��%	������ �������%%� �� 
�� �+��%�� "����	�,


�� ���	������ $� ����� ��- ��
 EKomplex
tot 
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�� �� 
�� $� ������,
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��� ��� ����6���� 1���� ����� ����%�� ���� ��)


$�������� ��)������� #��� ��� 2�1���� ����������� ������������ ��� �������������
��� ���� ���� 7����������� ��� $������������� ��� 8����������������� �����
 "��
�������� ��� ��� -,,◦. ��) �������� ��� /���0�'�� ��������������  ����� ���� ��
���
 	
9 �����������
 (�� ��� ������������� ��) ������ ���������� 1���� ����� ���

�:



��� ��� ��� 	
����� ��� ��� ��� �����
���

��������� 	
�
� ������������ ��� ������������� ��� �� �������� ��� �� �!!! �
"��
 #�� ����� ��$������� ��� %����� ��� ���������������� &'()

#�� ��������� *����� ��� ����� #���� ��� 1 − 3 × 10−3 ���� ���
+((◦, ������������
 #�� ���������*������-��� ������ ./012 ��


�-�������� ��� %��������������� ��� ��� #�������������������� ������������
 3�� ���
������������� ��� ������ ��� ����� ��� Ehigh

2 �"��� ��������� ���� ��� #�4����$����
Ediff

2 ��� 		( ��−1 �� �������� ���������
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� �  !"#$���� ��	� �������� ��� � ��� 
����%	�� &"#'	������ �
�#
�	
� ��	 ���� (���	���� ��	 ������
� ���	 �������� &
��� ��� � ��	 ��	��#
���� �)����	�
��*�
	���� ��� E1+!",#$��� �-����	����	����� �� .��� ���	
	������ ������	�

� ������	� /����� ��� !"#$��� ��� ��	� 0��������
��� �����	
� 1 ��2� 3
��	
� ��	 ���	 ��	������ 3	��
����	��� 
��	����
��	 &"#4���)��� ����� �5���������� ��� ��������
6��	�� .	%�����#7��������	�
�
��	� ��� � '������ 8�8 ����
���	� ��	��

���������	�
��
���	 ��	� �	
 ��� ��� ��� ��−1

���	����� �)	 ��� 3��-�� ��	 ���	���������� ��	
��
	 �� ��������5������� ��
&" ��� ��	 ����� ��� 9#���	����	�������� $��� ��� :;� 
� � � ��−1� 3
� ��	
!���	��
	 ��� ������ ���� ����� $��� ��� ���� ��������<��	���� ��� 149 
�
159 ���� .	�=
�6��	������
� 6���� 1 �>�  �;2� �����	 �� �� ���� ���� 
�
������ ������
�� ��� ��	����	 4�������
� �� ��������5 ������

�� .������ ��	� ��	 ?�@
�� ��	 &#������������ �
� ��� .	�=
�6 ��	 $�#
�� )��	�	)��� ��6
 �
	�� 6
����� &"#�������� �� nat&" +nat& ����	����
>��AB ��
, 
� 68&"#C�	���� ��� ��	 (!� �
� �#�����	 ������������ ��� ����#
�����	� �����	 �������� ��� � 3��� A�8A+�, ��	��������� ?� ��	�� ��� Ehigh

2 #$���
��� 8A;�� ��−1 �)	 nat&" �6�� ��� 8A��� ��−1 �)	 68&" ����� ��� Ediff

2 #$��� ��#
��������� ��� �� �#�	�����	�� &"#�������� ��� ����	������ &#������� 6

�	��	�� ��� 1 ��2� ��� (���� ��	 �����	#�
���	��� ��� ��� ���� ���	 ��	#
���	� 1>�2� 9��� ��	 ���������� ��	 �������� ��� 9+

2 �	������ � �� �����	��
��� � 3��� A�8A+�, ��6���� ���� ��� ����� 9#���	����	�������� $��� ��� ≈ 275
�6�� ≈ 510 ��−1� !��6��	� ����� � ��	 ���
���	 ��	 �	���� ���������� ��� ��� ��−1�

��� �� �� &#������� ��	��	��	
��� .	�=
�6��	������
� ��	 $��� ���
:;� ��−1 ��� ���	 6
 �	���� 3
�� ��� $��� ��� � � ��−1 ����� ���� ��#
������ ��	���	�� ���������	������
� �
�� ��� ������
���	�=
�6� ��	 $���
�
	�� �
	�� /� ��� .�� ��� ���	 !�	��6�
���� �	������� 
� ��� � C�#

νnatZnO +��−1, ν68ZnO +��−1, Δν +��−1,
Ehigh

2 437, 8 435, 0 2, 8
$��� ��� :;� ��−1 274, 1 268, 7 5, 4
$��� ��� � � ��−1 509, 7 508, 1 1, 6

C������ A�8�D .	�=
�6� ν 
� .	�=
�6��	������
� Δν ��	 Ehigh
2 #$��� ����� ��	

9#���	����	�������� $��� ��� ���	 E��	
� ��� &#������� ��
nat& +����	���� >��AB ��
, 6
 68&� ��� .	�=
�6� �
	�� �
� ��
�����	� � 3��� A�8A �
	�� .���� ��� !�	��6�
����� �	��������
��� 3
@%�
� ��	 $���
� ���	��� ��A ��−1� ��	 .����	 ��� .��� �����
��� �� ��−1�
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��� ����������
  ������ ���� !"�"����#���� ��� nat��$� ���

68��$���������� "�% ���"���� &"' ��� ��� &�' �"�� ����� (+

2 ����
��"��"����
 )�� ����� #����������� ������"������
 )�� ����������
�������*��� ������ +,�-+ �� ��� ����� ��./���� ��� 0-	 ��−1


����� 	
� ���"������%"���
 )�� �������������������� ��� 1��� ��� 23+ ��−1 ���
��*�� Δν = 5, 4 ��−1- �*����� ���� ��� ������� ��� 1��� ��� +,0 ��−1 ��
Δν = 1, 6 ��−1 ����������

4� ���� )�%�#�����#���- ��� ��� "����� ��� ������� ��������- #"�� ��� ���������

������������ �����

Δν = ν
(
natZn

) − ν
(
68Zn

)
= ν

(
natZn

) ·
(

1 −
√

m (natZn)

m (68Zn)

)
&	
2'

��������� ������
 )"��� ��� ν ��� ������� ��� � ��� "���"�� 1"��� ��� 68�� ���

nat��- ������������ ��� �"�4������� ������������������ 5+-	6 "��
 4� ��� 1��� ���
23+ ��−1 ������ ���� ����� ���� 7����������� ��� +-	 ��−1
 )��� ������ ���� ��� ���
��� �8����������� ����"������� 9��� 4������
 ����� #"�� %����������� ������- �"��
��� 1��� ��� 23+ ��−1 �"��*������ ��� ��� ���������� ����� �������� ������"���
����
 :��  �����"��� #���� "�%����� ��� ��"�#�� :��������� ����%4� ����� �� �"�
��
 ���������� ���� "��� ��� ��������������� ������� &��i' ���������� ���� ;������
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� ���� ���� ��� ��i��O���
��� ��
!�����
!"� ��� ���� ��� #$% �
−1 ������ ���� ��� �����
� ����� ������ ���&���������

���� '�� (�) ���� *�������+����������� +�� Δν = 9, 9 �
−1	 ��� �������� "��� ��

� ����
�������� ,��� +�� Δν = 1, 6 �
−1 ������ -���� ���� ���� ���� �.��������
���� +�� ����
 -�����
��� 
�� �������������� +���������� ��� ����� ������������
&������ ��� /���� ����� *�����
���������� ������ +����������� ������������ -�����
�������� ����� ��������������������
�� ��� ���� ���� +�� &�������.��������������
����
�� 0i ����������� !"� ����� ��i�0i���
��� ����1�� ��� 2�����������

Δν = ν
(
natZnO

) ·
(

1 −
√

μ (68ZnO)

μ (natZnO)

)
= 1, 9 cm−1 , 3(�(4

��� ���� ��� 
�� ��� � ����
�������� ����������� "���������

�� -�� 
��������
���� &������ ������ ��
��� � ���� �� ������� 5�# �
 -����� ����������

���������	�
��
���	 ���
����� �	
 ���� ��−1

����� ��� �2�����"����������� +�� &������. ��� ��� ��
����1�� ���� �� ��

&�����
 ��� �+

2 ��
����������� ��0�6���������� �� ���� (�5) ���� ���
��� ����
��� )(%7 �
−1 ����������� ��� ����� 1�������� !��8���� +�� )(%5 �
−1 ����� ����
�� ����������� 92-������������ ��0�&�������� ���� ���
��� ���� ��������� :#;<	
����� 
����������� ��������� ������� ����� ���� -� ��� !��8���� ���� ����� ��
��� &�������������� ��� ��
����1������� �2�����"�� �����	 ��� �� +����������	 ����
��� ���� +�� �2�����"��� �
 ��0 +��������� ����� *� �����
 !��� ���� ���� ����
���������� 15�2�&�������������� �
 ��0 ����� *�������+����������� ���

ν
(
15N2

)
= ν

(
14N2

) ·
√

μ (14N2)

μ (15N2)
= 2228 cm−1 3(�54

��������� -���� ��� ν ��� !��8���� ��� μ = m
2
��� ���������� ����� ��� ����"���

*� ���� (�55 ��� ��� =�
��������
 ����� 15�+
2 ��
����������� ��0�6����������

�������� ����� ��
 ������� 5>0�?��������� ��� ��� ���� ��� 14�2�����"�� ���
��� ��
����1�� ���� �� ��� @�� ���� �������������	 ���
��� ���� ��� )))7 �
−1

����������� -�� ���� ��� )(%7 �
−1 �������� ��� +������������ -��� ����1���� ���
��������� ��� ���� ��� )(%7 �
−1 �� ����� 14�2�&��������������� �������� ���
!��8����	 ��� ���� ����� �� ��� ��� &������.� ��� ��� ��
����1�� �����	 ��� ���
��������������� �2�����"� A����� �������������� ������� -���� ������ ��� !��8����
��� +�� )$B$ �
−1 �"� ���� ������ 0����������� ���� )%$% �
−1 �"� ���� ���������
����������� �������� :$%)<� ,�� �� ������� 5�# ����"������ ��������� ����	 �������
�� ���� �������������������� �
 ��� �2�����"� �� ����� ���C���� 2���� �
 ��0�
'������
*
 &�����
 ��� 15�+

2 ��
����������� /���� ��� A����� ���� ���� �������	 �����
�������� ���� ��� ))7) �
−1 �� �����	 ��� ����� �
 &�����
 ��� 14�+

2 ��
�����������
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� ������������ ����� 15�+
2 �������������� ����������������� ��� ���

����� �������������������� ��� λLaser = 514, 5 �� �� ��������

������ ��!" ����� #������������������
 $�� %���� ����&��!"��� ���
14�2�%���!��!"������� ��� '����(��� ��� ��� ������"���
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����� 15�2�%���!��!"������� �� ��� &�&������� ���� ���� ��� ������������!"�����
14�2�%!"������� ��!" ,�
 	
� ��� *	�- !�−1 ��������
 $���� .��/���& ����� �� ���


	
�* ���������� �� ��� .����� ��� �0��'���� ��� 14�+
2 �������������� )����
 $�"��
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r =
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 ������������ ����������� ��� ������� ����� ��� �������������
����� ����������� ��� ����� �Defekt� ��� ���� ��������������� ���
����� ��� ��� ����� �Gitter �������� ������ ���! ��"����� ����
#�	�$


��� � ������� %������������� ������ ��� ����� ��� ����������� ������� ���� ��� ���
��� �������������� �����������
 ������ &��� ���� �'� �� ��� �Sb = 121, 760 ��� ��
(�) ��� �Zn = 65, 409 ��� ��� �O = 15, 999 ��� �������������� *�����


+���� ��� &��,���! ����� ���������� ��������� ��� � ������� %��������������
*����� ���������� ������������� ��!����� ��� �� ��� � ������� %������� ��� (�)�
������� ��  ���
 ������� ����� �� !� ����� ���-������� %�������!������������� ��
������ .������
 ������ ����������� ������ ���� �/������ 0���-���� ��� .���� !*��
����� 122 ��� 322 ��−1 ���� *�� �� &�������� ���������� *���
 �� �������*���� ���
�������� �����!���� 0����� ��� �� ��������������� ��� ��� (��%���! ������*�����
*���� #1�$� ������ ��� ����������� �� 4����������� ���)����������*�������� ��
&����
 5� ��� 6�� *����� ��*��� ��2)3 ��� ���� ��2)5� �� ��� ��� �������� -���
���� *�� ���� ��Zn��7Zn���!� ������ ��8 1����� ����������� ���������� ���� ���*���
��������,���! �� ������������ .������ ��� #93$
 ����� �/���� ����� �� ��� ����������
��� � ������� :+); ����� ��� (�) ��  ���� *����� ����� ��� ������������� �������
�������� �����-��� *�����
 ��� ���� �������� ����������� *��� �� �-������ <� ����
	
	 ����������
 ��� ���-�������� ������ =������!�>����� ��� ��� ���������!���������
����-�� ?����� ����� *���� ��� +)������ ������ �� ��� �������� ������������/�����
����� ������������ %����� ���� ���������� *�����


@� ��� �������� ��� ������������ ��������� !� ����������� *���� ���� ��� 0���
A��� ����� ������-������� 6�� ������������ ��� ������� ����������
 5� ��� 6�� ����
��� ��� =/�������>������������ �� ���
 B
B	 ���� ��������� 7����������� ���
4���!����������� ��� (�)�������� ��������� *�����
 ���� ��� ������ ���� ��� ���)�
���������*��������� <���!������ �'� ��� ���� �� (�����)������ ���� *��� �����
���� ���������� :���
 B
BB;
 ���������� �����-��� ��� 6�� ������������ ��� .������
��� ������������� ���������� (�����)�%�-!� ������ �� &��� ��� ��2)4� (���2)6 ���
α�(�7��2)12
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���� �������	
������ �������������������	� ��

�	�

�� ������ �	
���� ��� ��� ����	������ ��� ����������������� �����������������
������ ����������� ��� ��� ����	������ ����� �������� 	������������� ���� ���
 !" ��−1 �� ��� #	�	��
������ $�� ��	�� ��������� %  &� ��� �'� ���� �������������
(�������� ��
�	�������� %)"*�)+,�)+-&� ����������� ��	������� %)++& ���� ��� (����
������ �����	����� %)+ & .�/�0����� �1���2 3�� ��������4� ������ ���� �	�� �����
5��
�����	�������� �������� ��2 ��� ������� $�����4���� �� ��� ���
�1��������
.���	�� ��� 6
������� ���1�����1��� ����� %)+,&2

�� .�/ ������ ���  !" ��−1 ��� ���7������ ��� ����������	� �
������� 89/: 0���
������ ����� ;����� 	������� ��� ����� 0��	���4� ��� 6���������� 1�����������
���� ���� ���	��� #	�	���������4� 	�������2 3	��� ������ ;� �	�� ���	������
��� 0������ �� ��� 9����	��� $����������� <��	���� �1� ��� ����	������ �������$�
���� ���  !" ��−1 ����������� �	������ ���	�� 3���������� % +&� ����������� �������
����� %)+=& ��� ����������	���$����� B������ %>+&2

�� ��������� ��� ��� �������� �	�� ��� ����	������ ��� ���� ���  !" ��−1 �����
���� ���������������� �������������������� ���$��������� ���� ��� �� ����� �����
������������	���� ?����4����� ��� 9/������ �1���2 3�� ����������� 3������ �1����
�	��� ��������� ������������� @�$�	�� �� ��� .�/��	���1��� 	�������2

���������	
���
�������

��� 
��	��� �����	���� ��� ���������� ��� A����� 
�� (������������� �� ��� .�/�
������ ��� ����������	��� �
������� 0������� ��� �	������
������ ������������ ����
ELO ����������2 �1� �	� ����������� ���� ����

ELO ∼ uLO , 8+2)):

���� uLO ��� 0�������	�
������ ��� %)>&2

A�� ��� ������������ ���� �	�� ��� ��	�	��� 0������	� ΦLO 	��������� �����2
3�� ������������� $�� (��������� ��� 9	���� −|e| ��� ������ 0������	� ��� 	��
���������������������� ���������� ��� ����� ��� B	�������
��	���

HFröhlich = (−e) ΦLO 8+2),:

����������� %)>&2

�� .�/ ��� ��� ������� 0������	� $�� ��� 
��	��� A1 ��� E1�0������� ��������
��� �����	����� �� A��2 +2)- �	��������� ����2 3���� �
	���� �� ��	��$���	� �
������
85/: ��� ����������	� �
������ 89/: ����� ��� ����������������� (������ 	��2 3��
A1� ��� E1�5/������ ����� ��� -!" ��2 +"* ��−1� ��� ��� A1� ��� E1�9/������
���  *+ ��2  !- ��−1 ����	�����2 A������� ��� ��	���� 0��	���4� ��� 6��������
���� ��� 9/�0�������� �� ���� ��4���� ��� ���	�� �	�	�	���$2

! 



��� A1����� �	� E1�����

��������� 	
��
 ���������� ��� ����� �� ����������� ������������ ��� ���������
A1� ��� E1��������� �� ���� ���� � !� "#


$���� ��� %�&������'������(������ ��� )���������� ��� *��������� ���� �� +��
���� ,� ����� *��&���� ��� -����.����������� ������
 $��� (��� �� %��� ��� �����
������ /������������ ����������� ��� ����������� �� ���
 	
�	0�1 ����������� ���

2������ (��� ��� )���� ��� %��.���,

�ω0 ≥ EG , 0	
��1

���� �������� ��� 3����4���� ��������
 %4� ��� ��� *G = 3.3 �5 ��#
 $������
(����� ��� 6��������� �������������� �(������,���7��� ���� ��������������� -������
-�������,��� ����� ����� ������������� ����7��� �� )����������� �����,�� ��� ���
-����.���������� 84� ��������� ��� ��� ��� *��������� (������(������ 6����&9���

:� ������ %��� ���������� �� ��� ��� )���������� ��� ����� 5���8����� ��� /��
����������� ��;!� �	<=�	>#
 %4� ������ *?��� ��� �����4������ ����� -�&���� ���
@�������������� ��8��������� ��!;#


��������������	�
��

��� ������	
�� ��� ��
�������� ������
����	�� ���� ��� ��� ��−1 �����
 ���
��� ��������� ����� �
���� �� ��� ����
����

���  ��	 !����� �"� ��� ������
 ������������� ���!����
� ��� ���
���	 ��
��	��� ��� �����"�#� ��� $�% ������
���� �ω0 < EG� ����� ���� ��� ���� ���"�#���	
�
 !������ ���� ����#
� �� ����
���
&� ���#
������	�� '������ �� ��� �����"�#� �"	��� #������ %(�����	
���	 #���
 ��
���� &� ����� )��	���	*+��	���!��#�� &!���	�� ��� ,%*-	������ ��� ���#
�����
�� ���#��
��� ����#
����&���
�� �.&�
����&��
/���� 0123� ������ ���	�������� ����
�
���
������������&� ��
 ��  ��� 4�245�6 �����
���
� 7� ���	  �
 ��� �
���
������ ��� ���
�.&�
����&��
/��� 	����������� ��
����	����
 ��� �� �.
�������	� ��� ��
�������	�
)��	���	*+��	���!���� 02�282�93� ��� ��
�������	� )��� �:���
 ;����	 �����
���	 ���
��� -����� ��	� 	�	�� <���	��
 ���� <���� 02�43�
��� ����#
����&���
� )��	���	*+��	���!��#�� �"	�
 !������� &� ����� ��	�	��

��� �
���=�����	��

� ��� ,%*-	������� ��� ���	 ��� ������	
�� ��� 9,%* ���

�>



��������� 	
�	
� ���������������� ��� ���������������� ��� �������������������
��� ��� �ω0 < EG� �� �������� ��� ���������� ������������� ���
��� �ω0 > EG� ���
 �������� ������ �������� ��� ��� �ω0 < EG

	!" #��������� �� ��� ������$������ ��� ��$���������� %�������� ������� ����

&
	'�


(�������� )����� ���� ��*����� ��� (������������� ��� ��� �������������� +� 
,��� ��� -�������������������� .�/'0
 1������ ���� ������� ��������2����������
��� 3������ $��������� -����������� ��� ���*�������� ��� ���������� !������������
 ����
����� �� ����� ��� ��*������������� �4�������������� ��� %�������� �� ����� !���� 
���� ��� ��� ��� 5�$��� ���
 (������������������ ������������ 6�������� q = 0
 1�
����� ���� ���� ��� �������� �� -�������� ��� ����� �� Γ -���� ��� 6�������� 7���
������


5� ����������� %������� ��� ���� ������� *8� ��� �������� �� ��� '!" #���� ���
9���
 ��*����� ��� ' -������� -�������� ���� ����

|q1 + q2| � 0 , �	
�	�

������� -�������$���� ��� ��� �������� 6�������� 7��� �� ��� �������� ������� 
��� ������
 :����� ���������� ��� ��4���������� 9��� ��� '!" #����� ��� ��� -�� 
������������������� ������$������ .'�0
 1� ����� �������� ���� ��� 9��� ��� #���
��� /;< ��−1 ��� 9��� ��� '!" #���� ����� )����� ����
 &
	��
 ���� ���� ��� ����
,�� ����� 6���������� ��� -��������������������� ����������� ��� ��* ��� !���� 
���� ��� =><−6�������� �������
 ���
 	
�/ ����� ��� ����������� ���������� -�� 
��������$������ ,�� 7�" �� ��� (������ �������� �������� ��� ��� ��������������
-��������������������� ����� ����������� .'	0
 5� ���� /< ��−1 ������� 9��=������ 
����� ��� !" -������� ������ ������ ���� ���� ���� -��������������������� ���8���

;?



��������� 	
��
 ������������ ���������� ������������������ �� ������������
�������� ��� !"	#
 $�� %��&����������� ��� '���������� ��� ����
����������
 $�� ���� ��������� ���������������������� ��� ������
����������� (���� ����������)
 $�� *������ ��� �����������������
������ ��� ���� ��� ��� A1('�) ��� E1('�)��������� ���������
����� ��� ��+� ��,�����������
 $�� ���,�� ����������� �-��������
���� ���������� ������ ��� .��������� ��/
 0������������


��� ��� 1�-���� ��� ��� ��������� %��&���� �� Γ����,� ��2/����
 $���� *������
���� ������ ���� ��� ��� ��� 3����,�������, ��� ��� �45 ��−1 ������������ 1���
+������
 6� %���� ����� 7��8������� ���������������������� ����� ��,������� 7��
$�2�,������ �� ��� '���������� /�� �� %��� ����� 9��$�������� �� ������� 	
:
���,������ 8����� ���� ��� %��� ��� ���������� 1��� ������������


*�� ����� ��;������������������ ������� ,��� ��� ���8����,��� ��� 6�������8� ���
���������� 1��� 7�� ��� ���������������� <��/���� ��2 ��� =������ ��� =-��������
����8��� �� ��� *����+�,� ����� !�>#
 ���
 	
�? ����� ��� �-����������� ����������
���8����,��� 2+� ��� .+

2 �������������� ����=��,�������
 =� ����� ���� ���� ����,�
������� ��� 6�������8� ��� " @�� �A
 =��� ������ ������� +��� ��� ������������ '��
�� ��������� $�2�,���7���� �� ��� ����� ��� �� ������ 9����� ����� �;�����
 $���� ���
6����������� /��� ���� A������� ��/��� ������������� ��� ���� �-����������� $�2�,�� ���
����� !�	:#
 ����� ���� /������ 1������,�� 7�� ����� ��� ����������������� �������
�� =G 2+� ���� �������,�82���� =7��������� 7���;���
 ���� ������� ��� 1�-����
��� 6�������8� ��� ����� ���������������� =max �� $������� �������� /����� ��
������ ���� ��� ������������ '��� ��� $�2�,���7���� �������� ��� A���������,����
=Defekt ����,� ��

Emax = EDefekt . (	
��)
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��
 ������������ ��� ���������� ��� ���� ��� ��� ��−1 ��� ��� ���

��������������
 ��� ������� ����  ����� !�� ���
 "
	� ���������


��� ��!�� #������ �!������ ��� #����� ��� $�%�&��������!����

�����!�� ��� #!���'��� ��� (G = 3, 3 �)


�����

(� ������ ��*����  �����+ �!�� ��� ���� ����������� !�,���������� ���� ��� ��� ��−1

!�- ��� ��.�������������!���� /������� !� &%�0������� !�-����� ��� 1�.������

2������ ������ ������
 ������ ����!������ ���!��� ��� #���!������ ��� &%�

0�������*���!���������
 3��������-!��� ����� �� ������� !��� *� ����� ���������

����� ����������� $���!��������� ����� 4�55���� ��� ��-�������� !� ��� &%�
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H = h I = −(h + k)

K = k L = l .

 �� '����	���	����� [UV TW ] ��	����	 ������	 ���� ��� ��	 �	����� [uvw] &�0

U =
1

3
(2u − v) T = −(U + V )

V =
1

3
(2v − u) W = w .

���� ����� ���� ��� '����	� [uvw] �&�� [UV TW ] ��	����� &�� ���	� (hkl) &�

u = 2h + k w =
3

2

a2

c2
· l

v = h + 2k

�&��

U = h T = −(h + k)

V = k W =
3

2

a2

c2
· l
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= 0, 390�
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cos φ =
h1h2 + k1k2 + 1

2
(h1k2 + h2k1) + 3a2

4c2
l1l2√(

h2
1 + k2
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